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АННОТАЦИЯ. В рамках теории среднего поля рассмотрен сверхпроводящий фазовый переход при связы
вании носителей в куперовские пары с большим импульсом за счет кулоновского отталкивания. Получе
ны зависимости энергии конденсации и температуры сверхпроводящего перехода от уровня допирования 
в купратных сверхпроводниках.
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ABSTRACT. In the mean field theory framework a superconducting phase transition is considered due to bind
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С верхпроводящие купратные соединения яв
ляются сильно коррелированными квазидву
мерными (2D) электронными системами. 

Свойства таких соединений в сверхпроводящем 
и в нормальном состоянии не вписываются в рамки 
теории сверхпроводимости Бардина, Купера, 
Шриффера (БКШ) [1]. В частности, теория БКШ не 
может быть достаточной для описания фазового 
перехода высокотемпературных купратов в сверх
проводящее состояние на фазовой диаграмме «Тем
пература -  уровень допирования» во всей области 
его существования.

Согласно общепринятым представлениям, физи
ка купратов определяется сильным отталкиватель- 
ным взаимодействием электронов (или дырок), ко
торые локализованы на проводящих медно
кислородных плоскостях [2]. Отличие от изотроп
ной модели БКШ состоит в том, что линия, разде
ляющая заполненные и вакантные состояния в (2D) 
импульсном пространстве (контур Ферми), при по
ловинных уровнях допирования, которыми опреде
ляется введение избыточных носителей тока в 
плоскости CiiO2, располагается в окрестности сед
ловой точки электронного закона дисперсии. Это

проявляется при спаривании частиц с большим 
суммарным импульсом пары порядка удвоенного 
фермиевского [3]. Энергия такой пары включает в 
себя энергию центра масс и энергию относительного 
движения, причем последняя понижается при воз
никновении связанного состояния.

Природа связывающего взаимодействия в купра
тах не может считаться установленной однозначно. 
Решение задачи о двух отталкивающихся частицах, 
составляющих пару с большим суммарным импуль
сом, может считаться полезным для установления 
природы сверхпроводящего состояния купратов.

Целью настоящей работы является определение 
энергии конденсации и температуры сверхпроводя
щего перехода в купратных соединениях как функ
ций уровня допирования в рамках теории среднего 
поля в модели спаривания при отталкивании.

1. Уравнение самосогласования для параметра 
порядка

Относительное движение пар одноименно заря
женных частиц в высокотемпературных сверхпро
водящих купратах может быть описано гамильто
нианом [4]:

h k = Z {[£(k+)- м]Щ+1 1 + \_s(k - ) - м]-  м 'ak-iak-i }+S  Z u k (k -  k ,)a++Ta+A-A+i (1)

Здесь К  = k + k -  суммарный импульс пары; 
k и k -  импульсы носителей, составляющих пару;

k = k+- k_
пары;

импульс относительного движения
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е(к  ) -  закон дисперсии дырок; 
а+ г и а, Г -  операторы рождения и уничтоже

ния дырок с импульсом к и спиновым числом Г  .

Символы I  и V

и Г  =  -1 . 
2

удовлетворяющие условию U2-- + К,1- = 1; гамильто-
Kk Kk

ниан (1) может быть приближенно приведен к диа
гональному виду.

Операторы b-  +1 и b-  , соответствующие новым
и V соответствуют значению Г = 1 ’ - ’ -о — ~  элементарным возбуждением, удовлетворяют обыч-

2 ным перестановочным соотношениям для ферми-
операторов.

С помощью преобразования (2) гамильтониан (1) 
преобразуется к виду:

Г (0) | Zj(1)

1

U -  химическим потенциал;
суммирование в (1) осуществляется по всей области 
вК [5] возможных значений импульса относи
тельного движения сверхпроводящих пар с суммар
ным импульсом К .

UK (к — к ') -  матричный элемент взаимодейст
вия носителей, соответствующих рассеянию части
цы из состояния с первоначальным импульсом
К К2_ + -  в конечное состояние с импульсом _ _  - ' ;
2 2 

S -  нормировочная площадь.
С помощью канонического преобразования Бо

голюбова:
ак+I UK-bk ,+1 + ККкЬк,—1,

а,_v = UKkh__ 1 _  VKk b++1,
а+ 1 = U- J)t + V- -L  ,e+ I Kk к ,+1 Kk к,—1

aU =  Uкkb++,—1 _  vkA  ,+1, (2),

где Uk-  и V-- -  вещественные функции, симмет

ричные относительно преобразования к  —— —к  и

Нк = Еко + Н + НК
где

К̂ 0ЕК 0 = —2 Z i KV i i + У Д K-UkV ^

(3) ,

(4)

(5)

к к
-  энергия основного с остояния,

2^Kk = е(к+) + е(к—) — 2и
-  энергия относительного движения пары, отсчиты
вается от химического потенциала U ,

_ _ п , (к )  (6)
Дк- = т К ( к —к ) и к к к  • t h - ! ^ -Кк -  К 4 ' Кк Кк у

-  уравнение самосогласования для параметра по
рядка Д -г при абсолютной температуре Т,кк

(7),
п ( к ) = k h + ^ к -к  р

НК’ = У  пкр (к щ Ь -
к ,р=±1

(8)
кр кр

диагональная часть гамильтониана,

НК = ikts UtVs —V -—u1s )дкк ]{%&,+к -Ьы .
(9)

-  недиагональная часть гамильтониана, содержа
щая произведение двух ферми-операторов.

Функции Ug-  и V-- выбираются таким обра-
, чтобы обратить в нуль оператор НК :зом

'2 ^ Ё к и ЁкК Ёк =  ( К кк  — и к к  )Д Ек 

Тогда для вещественных функций U 
можно получить:

(10).

и V_
Ек Ек

1
иБк 2 1 +

+ Д Б

U - r V rr  = — 1  ___ Д Б к____
Ек Ек 2 Ц Г + Д г ~

Ч ^ Е к  + Д Ек

, V 2r = 1
Ек 2

1—

(11).

С учетом выражений (11) уравнение самосогла
сования для параметра порядка Д  при темпера-Ек
туре Т принимает вид:

Д г г  = —_ L У  UK( к —к ) Д Кк

2 S > к к + Д Г  T
(12).

В этой формуле суммирование осуществляется
по области вк внутри 2D зоны Бриллюэна, которая
соответствует такому суммарному импульсу пары, 
для которого условия зеркального нестинга выпол
няются наилучшим образом [5].

2. Приближенное решение уравнения для па
раметра порядка

В случае отталкивательного взаимодействия ме
жду частицами, составляющими пару, область в к 
необходимо разбить как минимум на две подобла
сти вг и в2 подобно тому, как это сделано в [3; 5], 
и определить среднее значение параметра порядка в 
этих областях Д   ̂ и Д  2 по правилу:

1 г -  2 (13).
Д,  = —  [ Д(к )d 2к , p=1,2

вк вр
Переходя от суммирования к интегрированию, 

выражение (12) можно переписать в виде:

Ек
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лй=- Ъ f

UK (k -  Лт')Л(Лг') • th d2k'

^ 2(k') + Л2(к')
— f8ъ 2 f

U K ( k  - k ') Л ( к ') • t h T ^ d 2k ’ 

^ 2 ( k ') + Л2(Р )

(14).

Окончательно, при значениях импульсов относи

тельного движения пары k  из области 0j усред

ненное по области 0j уравнение (14) примет вид:
1 1 (15).

а Л 1 =  -  2 a U l A f °  -  2 (1 - a ) U  12Л  2f 20 1

Здесь a  — 0i / 0k ,

01 +  0 2 —0K  .

UPP' — Uk (P )d2p ,  p  — 1 2

1 - a  — 02 / 0K , 

(16)

-  средние по областям 0pp, значения матричного

элемента взаимодействия, 0  , -  областьpp импульс-

ного пространства переменной p  — k  -  k ' , которая
соответствует всем векторам передачи импульса при 
рассеянии для случая, когда начальный импульс
k  принадлежит области 0p , а конечный -  k ' -  

области 0 , ;

f  ( Л  )  -  функционалы, определяемые выра-р  \ р

жением:
d 2k'1 f

f  (Ap) (2n f 0p ) + Д^
rth r (k')

2T
(17).

p  —1,2
Аналогично, если рассматривать значения им

пульсов относительного движения пары k  из об
ласти 02 , то усредненное по области 02 уравнение 
(14) примет вид:

1 1 (18).
(1 -а )Л 2 —- - a U . A f A  - 2(1 - а ) и 22Л2f 202

РР

Область 0 j при T=0 является заполненной, а

область 0 2 -  вакантной. В купратных соединениях
этим областям соответствует дырочное и электрон
ное заполнение.

Уравнения (15) и (18) образуют замкнутую сис
тему интегральных трансцендентных уравнений
относительно неизвестных параметров порядка Л ! 

и Л  2 .

3. Зависимость средних значений параметра по
рядка Л 1 и Л  2 от температуры и уровня допиро
вания

Введем безразмерные средние значения парамет
ра порядка 8- и 8 по правилу 8- — Л1 /  £0 ,

8+ — Л2 /  £q , где SQ -  энергетическая ширина об

ласти 0К, которая по оценкам составляет £0 ~ 1 эрг- 
Тогда система уравнений (15), (18) принимает вид:

8 - = - w nS -F -( 8 - , T ) - w,,S+ F+ (8 + ,T ) , (19)- 

8+ — -w,_t8 - F - (8 - ,  T )  -  w -8+ F+ (8+, T )

Здесь w , —
pp

g U  „
& pp

8 n 2
перенормированные зна-

чения матричного элемента взаимодействия;
p  — 1,2 и p f — 1,2 , функции F- (8 - T ) и

F  (8 +, T ) определяются выражениями:

0

F  ( 8 - T ) — f
-a

dX̂  th V X2 +8+2
(2T /  Ео)

Л 2 +82

1-a

F+ (8+ T) — f
0

dX^ th
V  X 2 + 8 + 2

(2 T  / Ео)

J X 2 +  8+2

(20).

Разрешая систему (19) относительно 8+, не
трудно получить интегральное трансцендентное 
уравнение вида:

W11W22 + A ,T) 1 + W F+ (8+ , T )
(21)

— 1
W12W21 L  W22 L Wn J

где \W\ — WUW22 -  WuW2l .
Вместо уровня допирования X определим нор

мированный уровень допирования у  по правилу:
у  — (X -  X ) /  (X2 -  Х1) . Здесь уровень допирования 

X2 соответствует открытию парного контура Ферми 

(ПКФ) в области 0 к внутри 2D зоны Бриллюэна, а

уровень допирования X̂  <  X2 -  закрытию ПКФ [3]. 
Тогда при предположении линейной зависимости 

энергий &к+ и & К -  от У , как Ек+ — Ео(1 -  У) и 
Ек- — е 0У , получаем, что

a  — ( 6 J 0к ) — (£к- /Ео) — у ; здесь £к+ -

энергетическая ширина области 02 , а Е к -  -

энергетическая ширина области 01 .
Корни уравнения (21) получены численными ме

тодами при различных температурах T и уровнях 
допирования a  . Тем самым были определены за
висимости безразмерных средних параметров по
рядка 8+ и 8 -  от температуры T и уровня допиро-
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вания а  : 8+ = 8 + (a , T ) и 8  = S_ (a ,  T ) . Графи
ки этих зависимостей представлены на рис. 1.

4. Зависимость смещения химического потен
циала при конденсации сверхпроводящих пар от 
температуры и уровня допирования

В обычных сверхпроводниках смещение химиче
ского потенциала вследствие конденсации куперов- 
ских пар равно нулю из-за существования элек
тронно-дырочной симметрии спектра возбуждений. 
В высокотемпературных купратах электронно
дырочная асимметрия, наоборот, приводит к сме
щению химического потенциала Ц  при конденса
ции дырочных пар, которое может быть посчитано 
через определение среднего числа дырок в области
вк [3]:

(22),N )=21 У2 к ,+1 V - V2 ж,+1+nV l)
где

n kP =  \ 4 p h p

1

Лкр(к  V i  
e x p (  T  ) + 1

средние числа заполнения.
Из этого выражения можно получить:

I 1 - 2 1 = 1 ~ пke Q ке вк  + 1̂

Zk

кев0 2 + А2 2T

(23)

(24).

Kk Кк

Кинетическая энергия относительного движения 
сверхпроводящей пары Zкк , измеренная от хими
ческого потенциала нормальной фазы, изменяется в 
пределах - £К- <%к) - Sk+ .

Смещение химического потенциала Ц  при кон
денсации пар можно формально учесть, если пере
ходить в (24) от суммирования по всем импульсам

относительного движения к  к интегрированию по 
кинетическим энергиям относительного движения
%Кк = Z по правилу

кевк

Sg
(2 л )2 J d

(ек -+Ц)
+ ■_Sg_

(2л)2

(% +-у)

J d
(25),

где g -  средняя плотность состояний, приходящая
ся на единицу площади.

В итоге смещение химического потенциала Ц
при заданной температуре Т и уровне допирования 
а  можно найти из решения трансцендентного 
уравнения:

2T
- = ln

V  у 2 + а 2 . „у  ( е к + - у ) 2+ а
2 T ____________2 T

V  ( £ к - + у ) 2 + а 2 . c h 4 Z + K
. 2T 2T .

К +

(26).

Корни уравнения (26) определялись с помощью 
численных методов при различных температурах Т 
и уровнях допирования а  . На основании этих 
данных была получена зависимость смещения без
размерного химического потенциала а = у ’ /е0 от
температуры Т и уровня допирования а  : 
а = <г(а , О) . Графики этих зависимостей представ
лены на рис. 2.

5. Зависимость энергии конденсации сверхпро
водящих пар от температуры и уровня допирова
ния

Под энергией конденсации сверхпроводящих пар 
будем понимать разницу энергий основного состоя
ния в нормальном и сверхпроводящем состоянии.

При температуре Т для энергии основного со
стояния сверхпроводящей фазы можно получить 
выражение вида:

E o s  =  I  ^ - I

V Ki2 + а  к- 2

1
г + —

А-

2 V Ki 2 + А к- 2
th

+  А -

T

22 2

Кк

к е в к е вк

(27).

Энергию основного состояния нормальной фазы 
можно получить из (27) как предел при А -- ^  0 :

Кк

E o n  =  } i m 0 E o s  =  2 I Z k
А Кк ^ 0: к е в

Тогда для энергии конденсации Ес  , определяе

мой по правилу Sq =  E on E os , можно полу-■ C  ~  ^ O N  

чить следующее выражение:

S c  21  % К к  I  % К к  + I
к е в в к е в к к е в к А

1Г + —
А-

_.2 + А--2Кк Кк
_.2 + А --2

Кк Кк

th
2 + А--2Кк Кк

(28).

2T

2 2

2

Чтобы учесть смещение химического потенциала 
при конденсации пар, при переходе от суммирова
ния по импульсам к в (28) к интегрированию по 
энергиям Z к -  , воспользуемся правилом (25). В

результате зависимость безразмерной энергии кон
денсации U c от температуры и уровня допирования 
будет определяться выражением:
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E -  E 1
U  = ™ = о(1-2 а )+ а -а 2 - - + G-(o,S_T)+ G+ (o,S+T)

(Sgel/4K2) 2 ’ ’

(29),

где функции G- ( о ,  S T ) и 
этся выражение

- а

G-  (о ,S T ) = J

+ ’
ляются выражениями:

-а (X2 + 0.5S-2) ^X2 + S2 (30),
dX

- ( а + о )

1-а-о
G+ (o,S+T) = /  X

-О

Л/Х Ч  S-2 (2T/So)

(X+0.5Sl)_thX S  (31)‘
X2 +S 2 (IT! So)

-dX

Зависимость безразмерной энергии конденсации
U c от уровня допирования а  при различных
температурах Т, полученная с помощью численных 
методов, приведена на рис. 3.

6. Зависимость температуры сверхпроводящего 
перехода от уровня допирования

При температуре сверхпроводящего перехода Tc 

энергия конденсации Sc  равна нулю. Следователь

но, можно применить уравнение Sc  (а ,  TC ) =  0 ,
которое в неявном виде определяет зависимость 
температуры сверхпроводящего перехода от уровня
допирования: Tc = Tc (а )  . Такая зависимость пред
ставлена на рис. 4, она получена из графического 
анализа зависимости SC =  SC ( а ,T ) .

Расчет зависимости Tc = Tc (а ) , проведенный в
настоящей работе, удовлетворительно описывает 
экспериментальные результаты, полученные для 
некоторых медно-оксидных сверхпроводников c
максимумом Tc при оптимальной концентрации 
дырок X в плоскости CuO2 [6], что позволяет гово
рить в пользу модели сверхпроводящего спаривания 
с большим суммарным импульсом при отталкива- 
тельном взаимодействии в купратных сверхпровод
никах.
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Рис. 1 -  Зависимость безразмерных значений 
параметров порядка S+ и S-  от уровня допирова
ния а  для двух безразмерных температур t=0 и

t=0,03; t =  T  / So , So -  энергетическая ширина 

области Ок , So ~ 1 эрг; а  = у
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Рис. 2 -  Зависимость безразмерного смещения хи
мического потенциала О от уровня допирования 

а  для трех безразмерных температур
t=0, t=0,02 и t=0,03; t =  T  / So , а  = у
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Рис. 3 -  Зависимость безразмерной энергии конден
сации Uc от уровня допирования а  для трех 
безразмерных температур t=0, t=0,02 и t=0,03;

t =  T  / So , а  = у
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Рис. 4 -  Зависимость безразмерной температуры Если 0 < у  < 1, то допирование X изменяется
сверхпроводящего перехода t = T / s0 от уровня

с с внутри интервала X, < X < X2
допирования (X, а =  у  , у  = (x -  x, ) / ( x2 -  X,) . 1 2
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